Wyktad 13
Matematyka 1
Politechnika Rzeszowska

Styczen 2025

1. Pochodne wyzszych rzedow

Definicja 1.1 (pochodna wtasciwa n-tego rzedu funkcji)
Pochodng wtasciwa n-tego rzedu funkcji f(x) w punkcie xo definiujemy
nastepujgco:

3) 7oy )
f)(xo) := [ ") (xo) dllan 2, ¥ ()= (F6)
gdzie fN(xq) := f’(xo) oraz fl9(xo) := f(xo). - (x,) = FQ”(@])
Funkcje okre$long na zbiorze A, ktérej wartosci w punktach x € A sg rowne f(")(x),

nazywamy pochodng n — tego rzedu funkgji f na zbiorze A i oznaczamy przez ("

Piszemy takze f”, £ fV, itd. Czasami stosuje sie réwniez oznaczenia f, f,
Uwaga

Dla istnienia n-tej pochodnej funkcji f w punkcie xo konieczne jest istnienie
pochodnej f"-1(xq) i w zwigzku z tym wszystkich pochodnych nizszych rzedéw na
pewnym otoczeniu punktu Xo.

Jako oznaczenie n — tej pochodnej funkcji w punkcie xo stosujemy rowniez zapis
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2. Tozsamosci zmieniajgce rodzaje nieoznaczonosci
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Twierdzenie 2.1 (drugi warunek wystarczajacy istnienia ekstremum)
Jezeli funkcja f spetnia warunki:

1. f'(x0) =0
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2. f7( xo0) <0;

wtedy w punkcie xo ma maksimum lokalne wtasciwe.

Jezeli funkcja f spetnia warunki:

1. f'(xo) = O;
2. f( xo) > 0;

wtedy w punkcie xo ma minimum lokalne wtasciwe.
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Funkcje wypukte i wkleste

Definicja 3.1 (funkcja scisle wypukta)

Funkcja f jest wypukta na przedziale (a, b), gdzie - 00 <a<b < oo, jezeli kazdy
odcinek siecznej wykresu lezy ponad fragmentem wykresu potozonym miedzy
punktami, przez ktore przechodzi sieczna.

'-g,n
> o

Funkcje wypuktg nazywa sie rowniez funkcjg wypukta w dot.
Oznaczenie: /
Definicja 3.2 (funkcja scisle wklesta)

Funkcja f jest wklesta na przedziale (a, b), gdzie - 00 <a<b <o, jezeli kazdy
odcinek siecznej wykresu lezy pod fragmentem wykresu potozonym miedzy
punktami, przez ktore przechodzi sieczna.

I}A

A

A

Funkcje wklestg nazywa sie rowniez funkcjg wypukta w gore.
Oznaczenie: M\

Twierdzenie 3.1 (warunek wystarczajgcy wypuktosci)
Jezeli f’(x) > 0 dla kazdego x € (a, b), to funkcja f jest $cisle wypukta na (a, b).

Oczywiscie, jezeli f”’(x) < 0 dla kazdego x € (a, b), to funkcja f jest $cisle wklesta
na (a,b).
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3. Punkty przegiecia wykresu funkcji

Definicja 4.1

Niech funkcja f bedzie okreslona przynajmniej na otoczeniu punktu xo. Ponadto
niech funkcja f ma tam pochodng. Punkt (xo, f(xo)) jest punktem przegiecia (w
skrocie p.p.) wykresu funkcji f wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba r > 0 taka, ze
funkcja f jest Scisle wypukta na S_(xo, r) oraz scisle wklesta na S: (xo, r) lub
odwrotnie.

Twierdzenie 4.1 (warunek konieczny p.p.)
Jezeli funkcja f spetnia warunki:

1. Punkt (xo, f(xo0)) jest jej punktem przegiecia;
2. Istnieje "’ (xo),

to f"’(xo) = 0.
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4. Badanie przebiegu zmiennosci funkgc;ji

1. Wyznaczenie dziedziny funkgiji.

2. Zbadanie wtasnosci funkcji takich, jak: parzystos¢ (nieparzystosc), okresowosé,
miejsca zerowe, ciggtosc.

3. Obliczenie granic funkcji na krancach dziedziny.

4. Znalezienie asymptot pionowych i ukosnych.

5. Wyznaczenie przedziatdw monotonicznosci i ewentualnych ekstremow.

6. Wyznaczenie przedziatéw wklestosci (wypuktosci) i ewentualnych punktéw
przegiecia wykresu.

7. Sporzadzenie wykresu funkgciji.

5. Funkcje pierwotne, catki nieoznaczone
Definicja 6.1

Funkcja F jest funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale |, jezeli

P(x)= 4 ) FO)=x

F'(x)=f
(x) = 1x) FO= =0 =5 FG)= onchy v
dla kazdego x € I.
Uwaga
Funkcje pierwotne funkcji: e‘Xz, Sizx, cos(x?), V1 + x3 nie sg funkcjami

elementarnymi.

Dla f(x) = cos x, funkcjg pierwotng jest F(x) = sin x, ale rowniez np. F(x)= sin x + 8.
Dla f(x) = i, F(x)=1Inx, x € (0, o). F‘(x) = ConX

Twierdzenie 6.1
Niech F bedzie funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale I. Wtedy

1. G(x) = F(x) + C, dlaCe€ R,jestfunkcjg pierwotng funkcji f na |;



2. Kazda funkcje pierwotng funkcji f na | mozna przedstawi¢ w postaci F(x) + D,
gdzie D € R.

Twierdzenie 6.2
Jesli funkcja jest ciggta na przedziale, to ma funkcje pierwotng na tym przedziale.

Definicja 6.2 (catka nieoznaczona)

Niech F bedzie funkcjg pierwotng funkcji f na przedziale I. Catkg nieoznaczong
funkcji f na przedziale | nazywamy zbior funkgc;ji

{F(x) + C; C eR}.

Catke nieoznaczona funkcji f oznaczamy przez [ f(x)dx lub krétko [ f.
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| y=F(z)+Ca3 &
y=F(z)+Cq Caika
- nieoznaczona

\W\ funkcji f
N

O ? | >

Uwaga v,
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L[ fx)dx) =f(x).  (Fla+c) = ()~ () = £
2. [ f(x)dx = f(x) + C.

Podstawowe wzory

1. Catka za statej SBoL»L'l Sx+ C
[cdx=cx+C, CeR. (b_v<+(,))=5
W szczegdlnosci
[0dx=0;
2. Catka funkcji potegowej Y
xat+1 .S and,}( = —th—- + C
[ x%dx = 1+C, dlaa # —1; "y )
“r (%) = %4 =x
W przypadku a = —1

fidx=|n IxI + C, dla x # 0.

3. Catki funkcji trygonometrycznych
[ sinxdx=-cosx+C;



| cosxdx=sinx+C;

fsmz dx=-ctgx+C;
fcosz dx=tgx+C;
4. Inne wazne wzory fa dx-m+C ) @»50’ ot A

J

f - dx = arcsin x + C;
Vi1—x?2

—zdx=arctgx+C

V ] T =lnlx++vVx?+al+C.
X +Cl
5. Catki pewnych typow funkcji
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Twierdzenie 6.3 (o liniowosci catki)
Jesli funkcje f i g majg funkcje pierwotne, to

1. ] (f(2) + (=) do = f f(z)do+ ] g(z) de,
2 [ (f0)-9@) do = [ f(@)de— [ g(a)dz
3. /(cf(:c)) d:r::c/f(.r) dz, gdzie ¢ € R.
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Wzor Zakres zmiennosci
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