Matematyka 2

Wyktad nr 6

1. Rbwnania rézniczkowe —wiadomosci wstepne

Réwnania rozniczkowe sg rownaniami, w ktérych niewiadoma jest
funkcja wystepujgca pod symbolem pochodnej. Jezeli niewiadoma
jest funkcja jednej zmiennej, mowimy ze réwnanie rozniczkowe jest

zwyczajne. Na przyktad rownania:
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(1) y' +2y =sinx, (2) y" —2yy' —(y')* =0, gdziey = f(x).
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W réwnaniach tych wystepuje zmienna niezalezna x, szukana funkcja
y = f(x) oraz pochodne y’, y",...itd.

Rzad najwyzszej pochodnej wystepujgcej w rownaniu nazywa sie
rzedem rownania.

Zatem rownanie (1) jest rownaniem pierwszego rzedu, rownanie (2)
jest rownaniem drugiego rzedu.

Jezeli w rdwnaniu wystepuje szukana funkcjay, ktora jest funkcja
dwoch lub wiecej zmiennych oraz jej pochodne czgstkowe pierwszego
lub wyzszych rzeddw, rownanie takie nazywamy rownaniem
rozniczkowym czgstkowym. Na przyktad rownanie:
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gdzie szukana funkcja f jest funkcjg dwoch zmiennych f = f(x,t).

Jest to rownanie rozniczkowe czgstkowe rzedu drugiego.
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Przyktady
Rozwazmy rownanie
y' = 2x.

Szukamy funkcji y = y(x), ktérej pochodna jest réwna 2x. Takich
funkcji jest oczywiscie nieskonczenie wiele, mianowicie

y=vy(x) = x?+C, CeR.
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Kazda z powyzszych funkcji spetnia rownanie rozniczkowe w catym
zbiorze R. Mowimy wowczas, ze rodzina funkcji

{x? + C: CeR}
stanowi catke ogolng (rozwigzanie ogolne) rozwazanego rownania.

Rozwazmy teraz rownanie rozniczkowe drugiego rzedu:

y"' = x2.

Szukamy funkcji y = y(x), ktérej druga pochodna jest réwna x?2.

W tym celu catkujemy dwukrotnie:
1
y' = [x%dx = §x3+C, CeR

y = f( X +C)dx——x + Cx + C;, Cj €R.
W
[( X-erwC) Lgx +C]'=X

W tym przypadku catka ogdlna rownania jest rodzing funkcji zalezng
od dwdch parametrow rzeczywistych C/‘\, Cy.
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Definicja 1.1 (zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego)

Zagadnieniem (warunkiem) poczatkowym Cauchy’ego dla rownania
rozniczkowego rzedu pierwszego nazywamy zagadnienie polegajgce
na tym, zeby sposrod wszystkich rozwigzan (catek) danego rownania
wyznaczy¢ to, ktérego wykres przechodzi przez dany punkt (x,, o).
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Tak wiec mamy dane réwnanie rézniczkowe y' = f(x,y) oraz warunek
poczatkowy y(xy) = yo.& *o14°)

Wyznaczone rozwigzanie nazywamy catkg szczegolng rownania

y' = f(x,y) spetniajacg warunek poczatkowy y(x,) = y,.

Wykres funkcji bedgcej catkg szczegbdlng nazywamy krzywa catkowa
danego réwnania przechodzgcg przez punkt (x,, ¥o).

Przyktad
Rozwigzaé réwnanie y' = x> przy warunku poczgtkowym y (2) = 6.
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y = [ x3dx,
1
=—x%* 4+ C,

y 4x+

2" Podstawiajac w catce ogélnej x = 2, y = 6, dostajemy:

6=2.24(C > C=2.
4 =
G:L|-+C, /

Czyli szukana catka szczegdlna wyraza sie wzorem y = ix“ + 2.

W przypadku rownan rzedu drugiego, warunek poczatkowy (x,, y,) nie
wystarcza do wyznaczenia rownania krzywej catkowej (wtedy
rozwigzanie ogolne jest zalezne od dwdch parametrow). W tym
przypadku musimy dodac jeszcze jeden warunek.

Definicja 1.2 (zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego dla rdwnania
lI- go rzedu)

Zagadnieniem (warunkiem) poczatkowym Cauchy’ego dla rownania
rézniczkowego rzedu drugiego nazywamy zagadnienie polegajgce na



wyznhaczeniu takiej catki szczegdlnej y(x) tego réwnania, ktéra spetnia
warunki poczagtkowe:

y(x9) = yo; ¥ (x9) = ¥1.
Interpretacja geometryczna jest nastepujgca: znajdujemy funkcje
spetniajacg dane rédwnanie, ktérej wykres przechodzi przez punkt
(xo, Vo) oraz styczna do wykresu w tym punkcie tworzy z osig Ox kat a,
ktorego tangens jest rowny y;.

Przedstawie teraz niektore typy rownan rézniczkowych zwyczajnych
rzedu pierwszego.

2. Rédwnanie rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych

Definicja 2.1

Réwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych nazywamy

rownanie postaci L
O, _ o~ —
- =¥ = gh®),
gdzie funkcje g: 1 - R oraz h:] - R sgciggte odpowiednio na

przedziatach I, ].
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Pewne typy rownan rozniczkowych rzedu pierwszego dajg sie sprowadzié
do rownan o zmiennych rozdzielonych.

3. Rownanie rézniczkowe jednorodne

Réwnanie postaci y’=f(§) nazywamy rownaniem jednorodnym.

Zaktadamy, ze funkcja f jest ciggta w pewnym przedziale I € R.Réwnanie
jednorodne sprowadzamy do rownania o rozdzielonych zmiennych za
pomocag podstawienia u(x) = %x) Wtedy
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y(x) = xu(x),
y'(x) = ulx) + xu'(x).

Przyktady
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4. Réwnanie rézniczkowe postaciy’=f(ax + by +c)

Réwnania rézniczkowe postaci Z—z = f(ax + by + c),gdziea # 0, b # 0,

funkcja f jest ciggta, sprowadzamy do réwnania o rozdzielonych

zmiennych za pomocg podstawienia u(x) = ax + by + c.

Pamietamy, ze y jest funkcja y(x).
Przyktady

1) y'=x+y+3
2) y'=((x+y)
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5. Rownanie rozniczkowe postaci y’ = f( 1 B4 1)
ax+boy+cy

aix+biy+cq

Przy rozwigzywaniu réwnan typu y’= f( ) rozrézniamy dwa

ar,x+b,y+cCy
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