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1. Elementy logiki i teorii mnogosci
Oznaczenia
V — kwantyfikator ogdlny (dla kazdego),

3 — kwantyfikator szczegotowy (istnieje),

N — zbiér liczb naturalnych, W
Z — zbidr liczb catkowitych, Z
Q — zbidr liczb wymiernych, @

R — zbidr liczb rzeczywistych, R
C — zbidr liczb zespolonych, ¢
p,q,r,s,... —zdania logiczne
4. pV q-alternatywa (p lub q)
2. p A g-—koniunkcja (piq)
3, p = q—implikacja (jezeli p, to q)
[, p < q-rownowaznosc (p wtedy i tylko wtedy, gdy q)

5, ~ p —negacja (nie p)

Definicja 1.1 (Zdanie logiczne)

Zdaniem logicznym nazywamy wyrazenie, ktdremu mozna przypisac¢ ocene prawdy lub fatszu.

1. Alternatywa zdan p i q jest fatszywa tylko wtedy, kiedy oba zdania sg fatszywe
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2. Koniunkcja zdan p i g jest prawdziwa tylko wtedy, kiedy oba zdania sg prawdziwe

p g pPAQ
0 1 0
0 0 0
1 1 1
1 0 0

3. Implikacja dwodch zdan jest fatszywa tylko wtedy, kiedy poprzednik jest prawdziwy i
nastepnik jest fatszywy '

P q Pp=(q
0 1 1
0 0 1
1 1 1
1 0 0
4. Rownowaznosc¢

P q p<=dq

0 1 0

0 0 1

1 1 1

1 0 0

Definicja 1.2 (Tautologia)

Prawem logicznym nazywamy zdanie ktore jest zawsze prawdziwe. Udowadniamy za pomocg
tabelki logicznej.

Przyktady tautologii:
Prawo podwdjnego zaprzeczenia: p < ~(~p)

Prawo wytgczonego srodka: p vV ~p



Prawo sprzecznosci: ~(p A~ p)

Prawa De Morgana (rachunku zdan)
1 ~pAg)&=~qV~p
Il: ~(pVgeS~gA~p
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Definicja 1.3 (RGwnosc¢ i zawieranie zbiorow)
A, B — zbiory

A=BS V, xeEA = XEB;

ACBe V, xeEA=xE€EB.

Definicja 1.4 (Dziatania na zbiorach) , B
AUB:={x:x €AV x € B} (suma zbioréw A i B) mm
A €%

AN B:={x:x €AAXE B} (iloczyn zbioréw A i B) @
A\B:={x:x € AAXE& B}—(réznica zbiorow A i B) 'A@Z)%
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Definicja 1.5 (Dopetnienie zbioru) V//,@A

Niech zbidér A nalezy do przestrzeni zbioréw X. Dopetnieniem zbioru A nazywamy roznice X \ A i
oznaczamy przez A'.

Definicja 1.6 (lloczyn kartezjanski) (Viedn A]Tb valor o do KOV\Q/)M X .

lloczynem kartezjaniskim zbioréw A i B nazywamy zbidr uporzadkowanych par (x, y) takich, ze

pierwszy element pary nalezy do zbioru A i drugi element pary nalezy do zbioru B. lloczyn
kartezjanski oznaczamy przez A x B,



AxB={(x,y): x EAAYE B}
Uwaga! lloczyn kartezjanski nie jest przemienny.
Przyktfad.
Dane sg zbiory A=1{0, 1, 5} oraz B = {6, 9}. Wtedy iloczyny kartezjanskie A x B i B x A maja
postac:
AxB={(0,6),(0,9),(1,6),(1,9), (5, 6), (5, 9)},
BxA={(6,0),(6,1),(6,5),(9,0),(9, 1), (9, 5)}.
Mozna tworzyc iloczyn kartezjanski zbioru ze sobg, tzn. X x X.
Przyktadem moze by¢ R x R, czyli ptaszczyzna R?

Analogicznie, iloczyn kartezjanski R? x R jest trojwymiarowg przestrzenig R3.

Definicja 1.7 (lloczyn uogdlniony zbiorow)

lloczynem (przecieciem) uogdlnionym rodziny zbioréw A nazywamy zbiér

A
teT

taki, ze x nalezy do tego zbioru wtedy i tylko wtedy, gdy x jest elementem kazdego ze zbiorow
rodziny A,

X € [),crAt S Vier X € Ay.

Definicja 1.8 (Suma uogdlniona zbioréw)

Sumg uogolniong rodziny zbiorow A nazywamy zbior

A
teT

taki, ze x nalezy do tego zbioru wtedy i tylko wtedy, gdy x jest elementem co najmniej jednego
ze zbiorow rodziny A,

Zadanie. Znalez¢ uogdlniong sume i iloczyn zbiorow A,, n € N, gdzie A, ={x E R: x < n}.

2. Liczby zespolone - podétawowe definicje i wlasnosci

Definicja 2.1 (Liczba zespolona, ptaszczyzna zespolona)



Liczba zespolong nazywamy uporzadkowang pare liczb rzeczywistych, np. (x,y), (a,b). Liczby
zespolone oznaczamy przez z, w, itp., tak wiec z = (x, y).

Zbidr wszystkich liczb zespolonych oznaczamy przez C,
C:= ;%(x,y):xE]R Ay € R}L

Uwaga! Liczbe zespolong z przedstawiamy na ptaszczyznie jako punkt o wspoétrzednych (x, y)
lub w postaci wektora o poczatku w punkcie (0,0) i koncu w punkcie (x,y).

Ptaszczyzne liczb zespolonych nazywamy ptaszczyzng Gaussa.
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Definicja 2.2 (Dziatania na liczbach zespolonych)
Niech z1=(x1 Y1), z2=(x2 y2) bedga liczbami zespolonymi. ( ole x, Xy )u(y \ I,Z)QC’ ﬂZ)
1. Rownos¢ liczb zespolonych okreslamy nastepujaco:
21=2 S {(x1=X%2) A (y1= Yz)} ,
2. Sume (rdznice) liczb zespolonych okreslamy wzorem:
21t 2 := (X1 T X, Y1k YZ)-
3. lloczyn liczb zespolonych okreslamy wzorem:
2123 .:= (X1 X2 -Y1Y2 ; X1Y2 + X2 y1).

4.1loraz liczb zespolonych okreslamy wzorem:

Lengdde = (52 -5%s) 2.t (00)

2. .2 2 .2
Zy Zy Zy x5tY5 xX3+Y;

Fakt 2.1 (Wtasnosci dziatan w zbiorze liczb zespolonych)
Niech z;, z,, z3beda dowolnymi liczbami zespolonymi. Wtedy:
1. Dodawanie jest przemienne, tzn.
21+ 2= 25+ 21,
2. Dodawanie jest taczne, tzn. :;__“ 2 &E}QM?‘
(z1+22)+23=21+ (22 + 23). !

3.Dla kazdej liczby zespolonej z i liczby zespolonej (3/5\(9@, zachodzi rownosé
z+0 =2z

4.Dla kazdej liczby zespolonej z = (x, y) oraz liczby —z :=(-x, -y) zachodzi rownos¢
z+(-z)=0.

5. Mnozenie liczb zespolonych jest przemienne, tzn.



L1122 = 2311,
6. Mnozenie liczb zespolonych jest taczne, tzn.

(z122) 23 = 21 (22 23).

7.Dla kazdej liczby zespolonej z i liczby zespolonej zachodzi rownosc
NN 7

N7
2:1=z

8. Mnozenie liczb zespolonych jest rozdzielne wzgledem dodawania, tzn.

21+ (22 + 23)= 21" 25 + 2123 5=C5LO)
+:3,0)
Uwaga! W zbiorze liczb zespolonych obowigzujg wszystkie reguty dodawania,
odejmowania, mnozenia i dzielenia, ktore sg prawdziwe w zbiorze liczb rzeczywistych,

np. wzory skréconego mnozenia, dwumian Newtona, wzory na sume szeregu, itp.

Uwaga! Zbior liczb rzeczywistych R jest podzbiorem zbioru liczb zespolonych.

R:={(x, 0): x € R}. _A\_ﬁéﬁ«
(

1,0) (5,0)
3. Postac algebraiczna liczby zespolonej

Definicja 3.1 (Jednostka urojona)

Liczbe zespolong (0, 1) nazywamy jednostka urojong i oznaczamy przez i,

i:=(0, 1), ;llg

liczba i jest rozwigzaniem réwnania z2+ 1 = 0.

Fakt 3.1 (Postac algebraiczna liczby zespolonej)

Kazdg liczbe zespolong mozna jednoznacznie zapisa¢ w postaci
Z=X+1y,

gdzie x iy sg liczbami rzeczywistymi.

Definicja 3.2 (Czes$¢ rzeczywista i czes¢ urojona liczby zespolonej)
Niech bedzie dana liczba zespolona z = x + iy, gdzie x i y s3 liczbami rzeczywistymi.
Wtedy liczbe x nazywamy czescig rzeczywistg liczby zespolonej z (z jez. fac. realis) , co
zapisujemy

Re z :=x.

Podobnie liczbe y nazywamy czescig urojong liczby zespolonej z (z jez. tac. imaginalis),



CO zapisujemy
Imz:=y.
Liczbe zespolong postaci i, np. 2i, -i, 3i, bedziemy nazywac czysto urojona.

Wykonac¢ podane dziatania:

) o) (-2+30)+(7-8i); b)(4i-3)—(1+10i); o) 5-5.
O (Vi+i)- (3= v3i); d) 2=

5+ 4i

0@) (U4i-3) - (4400 )= 4 =B - A - 4O =-L-6u¢
-4
c) (QZ+1)(v-132)= T - @i +3-8BH- T+37 +i(»-8B),

T QT
OL) 2-Ov G-l _ M0-8L-AS4 41T (MQCWQ‘&*
5*["0 s)Llju 51_ ('-tu)l 1
- T 25 - A6y = 25+ 16= 44
- = 4% L
4/ 44 4y A

Uwaga! Dziatania na liczbach zespolonych w postaci algebraicznej (dodawanie,
odejmowanie, mnozenie) wykonujemy doktadnie tak samo, jak dodawanie,
odejmowanie, mnozenie wielomianow, przy warunku i% = - 1.

Definicja 3.3 (Sprzezenie liczby zespolonej)

Sprzezeniem liczby zespolonej z = x + iy, gdzie x i y sg liczbami rzeczywistymi, nazywamy

liczbe zespolong Zz, okreslong wzorem:

Na przyktad liczbg sprzezong do z =2 + 3i jest Z = 2 — 3i. Tak wiec, liczba sprzezona

Z jest obrazem liczby z w symetrii wzgledem osi rzeczywistej.

2
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Uwaga! W praktyce, dzielgc liczby zespolone dane w postaci algebraicznej 2—1, gdzie z, # 0,
2



=1 mnozac licznik i mianownik przez liczbe sprzezong do liczby z,

rozszerzamy utamek »
2

mianownika, tzn. Z, .

Na przyktad
2+31 _ A g -
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Fakt 3.2 (Wtasnosci sprzezenia liczby zespolonej)

Niech z, z4, z, € C, wtedy

1.Zl+Zz=Z_1+Z_2,' 2. Zl—Z2=Z_1—Z_2,'

3.21Zy) = Z1Zy; 4. (Z—l) = Z_—l, gdzie z, # 0;
Z2 Z2

5.zt z=2Rez 6.z—z=2ilmz

7.(2) =z 8.Im(2)=-1Imz.

Fakt 3.3 (O réwnosci liczb zespolonych w postaci algebraicznej)
Dwie liczby zespolone z; oraz Z, sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy ich czesci rzeczywiste i
urojone sg rowne

Re z; = Re z,
Imz; =Imz,

Z1 — Zz L— {
Zadania
1. Wykonaj dziatania na liczbach zespolonych z; =3 + 5i,z, =2 + 7i
a) 21+ 22, 21— 22;

b) 2123, 13 13,



Z1 Zp

Z Z1'

2. Oblicz wartosci wyrazen

a) (2-1)(3+2i)-5i e) E
: : . it>(2-i)
b) 5-(6+4i)-(3+2i)(3-2i), f) ETTEL
c) (1+2i)%, g) (1_(ii)i(3;72i)2
d) (2'i)3,
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4. Modut i argument liczby zespolonej

Definicja 4.1 (Modut liczby zespolonej)

W Modutem liczby zespolonej z = x + iy, gdzie x,y € R, nazywamy liczbe rzeczywista lzl, (v=(z!)

. okreslong wzorem

=1zl i=/x?% + y2.

Geometrycznie, modut liczby zespolonej jest odlegtoscig punktu (x, y) od poczatku uktadu
wspotrzednych (dtugoscia promienia wodzacego). =~ 2] (\;eo)r Mufoq? MA//QAAae,VV\A/uO(
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Zadanie Obliczy¢ moduty liczb zespolonych:

&] 21= -1, zy=-1+3i z3=-5—12i.
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Fakt 4.1 (Wtasnosci modutu liczby zespolonej)

Niech z, z;, z; eC. Wtedy
[MWM{ %/Od,qu'ou

1.1zl =1zl =1-zl; 5.1z1 + 251 £ 1241 + 1250;
2.27 = lzl?%; ' 6. llz1l = 12511 £ 1241 - 12,1;
7 / 4
3. 121251 = 1211 12,1; 7. IRezl <L lzl, IImzl L lzl; Rez — carde N‘w"};‘s' A
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Definicja 4.2 (Argument liczby zespolonej)

Argumentem liczby zespolonej z = x + iy, gdzie x,y € R i z # 0, nazywamy kazda
n =z

cos¢=|%| (/\--i--\x“"é/;z
liczbe @ € R spetniajgcg uktad rownan . y 3 %\
sing =% e —

Re 2z
Przyjmujemy, ze argumentem liczby z = 0 jest kazda liczba ¢ € R.

Argumentem gidwnym liczby zespolonej z # 0 nazywamy argument @ tej liczby,

spetniajgcy nierownosci|0 £ ¢ < 2m|i oznaczamy go przez arg z.

Przyjmujemy, ze argumentem gtownym liczby z =0 jest ¢ = 0.

Kazdy argument ¢ liczby zespolonej z # 0 ma postac , ,
r?owlém%o voa/v\)TObcA«
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@ = arg z + 2km, gdzie k €Z.
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