Matematyka 2

Wyktad nr 7

Roéwnania rézniczkowe liniowe rzedu pierwszego

1. Roéwnanie liniowe jednorodne
Definicja 1.1

Rownaniem rozniczkowym liniowym rzedu pierwszego nazywamy

rownanie
RN

gdzie funkcje p i g sg okreslone i ciggte na wspolnym przedziale I € R.
Jezelig(x) = 0, dla kazdego x € I, to rownanie

y +p(x)y=0 R

nazywa sie rownaniem liniowym jednorodnym (RJ), w przeciwnym
przypadku rédwnanie nazywa sie rownaniem liniowym niejednorodnym
(RN).
Niech dane bedzie rownanie jednorodne

Ry v +py=0.
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Zatézmy teraz, ze y # 0. coilon 52%0%5@\,& Yy
Wtedy zmienne dadzg sie rozdzielic

y' =-pkx)y,
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Catkujemy obie strony i otrzymujemy

Inly| = —f p(x) dx.
Niech [ p(x)dx = P(x) + C, wtedy mamy
/
ﬁ_ha,; Inly| = —P(x) + C.
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COR]J - catka og6lna ré6wnania jednorodnego
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2. Roéwnanie rozniczkowe liniowe niejednorodne - metoda
uzmienniania statej

Réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne
Yy +p(x)y =q(x), (RN)

rozwigzujemy tzw. metodg wspotczynnikow nieoznaczonych.

@ W tym celu najpierw rozwigzujemy rownanie jednorodne, czyli
y' +p(x)y = 0.

Catkg ogblng rédwnania jednorodnego jest



y=Ce P®, (CORTY)
N,

@ Nastepnie stalg € zastepujemy funkcja C(x) tak dobrang, zeby funkcja

(1) y=Cx)eP®
byta catkg rownania niejednorodnego.

Obliczamy pochodng (1) 4+ C(x)- @j%’ (-7(x)

y' = C'(x)e_P(x) _ C(x)e_P(x)P'(x ’

. PO
czyli

2) ¥y =C'()e™P® —C(x)e PWp(x).

Teraz wstawiamy do rownania wyjsciowego yorazy’ ( (1)i (2)).

y +p)y = q),

C'(x)e P™) — c(x)e 2% p(x) +M: q(x).

Jezeli poprawnie wykonamy powyzsze dziatania, elementy zawierajace
funkcje C (x) upraszczajg sie (zawsze). ( C(X) - 2nmdea )

Otrzymujemy rownanie

C'We P = q(). |-

Tak wiec
C'(x) = q(x)e’™,
Col ]Lu,a,e, :
" C(x) = [ g(x)eP®dx.

Wykonujemy catkowanie i otrzymana funkcje € (x) wstawiamy do

rownania

. —P( ) C ) Q — O%Mﬂ%
D y=Ce 7. (corw) oo g ranie
W ten sposob otrzymaliSmy szukang catke ogdlng rownania

niejednorodnego (CORN).
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3.Réwnanie rézniczkowe liniowe niejednorodne - metoda

przewidywan




Twierdzenie 3.1

Jezeli funkcja y; (x) jest pewna catka szczegbdlng réwnania rézniczkowego
liniowego niejednorodnego (CSRN)

y' +px)y =0,

a funkcja y, (x) jest catkg ogdlng réwnania rézniczkowego liniowego
jednorodnego (CORJ), to funkcja

y(x) = y1(x) + y,(x),

Jest catkg ogolng rownania rézniczkowego liniowego niejednorodnego
(CORN).
CORN = CSRN + CORT , wyznon g™y
90&"“‘1“1"3“"3 "Mﬁtf"f‘“ﬁt
Na powyzszym twierdzeniu opiera sie metoda szukania catki ogolnej ‘32%/

rownania niejednorodnego metoda przewidywan. Najpierw rozwigzujemy
rownanie jednorodne i otrzymujemy CORJ, nastepnie pj/cg)/u\jgnﬂ;g_a_gnaé
catke szczegdlng rownania niejednorodnego. Ich suma jest szukang catkg
ogolng rownania niejednorodnego CORN.

Omodwimy pewne typy rownan liniowych, w ktérych stosunkowo tatwo
przewidzie¢ catke CSRN.

3.1 Réwnaniatypuy’ + = be*, gdzie a, b, c sg state Stolo.
"5
Przewidujemy w tym przypadku nastepujgco:
y = ke,
=1 p(x)
gdzie k jest statg. )
a) na przyktad w rownaniu
y' — 2y = 3e3%,
przewidujemy C SR N -
3x _?



Obliczamy pochodng

y' = 3ke3*
| podstawiamy do rownania wyjsciowego: A X PR
we =7%¢e
3x __ 3x 3x
3ke] 2ke’’ = 3e>”,
8 ¥ ="

tak wiec k = 3.
— 7 P
Szukana catka szczegélnato y = 3e3%. (Ldako o WM; CSKN
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b) na przyktad w réwnaniu

y' — 4y = 2e**,

DNorn—

przewidywanie jak wyzej prowadzi do sprzecznosSci.

Mianowicie Gpwm/,o%emua(/S RN

y=ke™ L
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y' = 4ke**

Wstawiajgc do rownania b) mamy:
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4ke** — 4ke*™ = 2e**. W takich przypadkach przewﬁau:je%l% y wba dziej

skomplikowanej postaci

y = (kx + m)e®~.
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