Matematyka 2

Wyktad nr 3
1. Catka oznaczona

Definicja 1.1 (podziat odcinka)
Podziatem odcinka [a, b] na na n czesci, n € N, nazywamy zbior
P={Xq, X1, --» Xp}

Przyczym a=x5<Xxq<--<ZXu=hb.

W definicji catki bedziemy stosowac nastepujgce oznaczenia:
AXp = Xpx —Xk—1, 1 <k < n-dtugosé k-tego odcinka podziatu P;
d(P) = max{A xy: 1 < k < n}- Srednica podziatu P;

X; — punkt posredni k — tego odcinka podziatu P.
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Definicja 1.2 (suma catkowa)
Niech funkcja f bedzie ograniczona na przedziale [a, b] oraz niech P
bedzie podziatem tego przedziatu. Sumag catkowg odpowiadajgca

podziatowi P oraz punktom posrednim tego podziatu nazywamy liczbe

o(f, P) = ZE=1 f(xy ) AXy.
Przyktad

Suma catkowa jest przyblizeniem pola obszaru ograniczonego



wykresem funkcji f, prostymi x = a, x = b praz osig Ox.

Definicja 1.3 (catka Riemanna)
Niech funkcja f bedzie ograniczona na przedziale [a, b]. Catke

oznaczong Riemanna definiujemy nastepujaco:

b . )
[, f(x) dx = (lsl_r)r(l) er(l:l f(xp) Axy.

Zaktadamy, ze granica w powyzszym wzorze jest wtasciwa i nie zalezy

od sposobu podziatu P i wyboru punktow posrednich.

Przyjmujemy ponadto, ze

faa f(x)dx=0 oraz f; f(x) dx = - fab f(x) dx.

2. Interpretacja geometryczna catki oznaczonej

Pole trapezu krzywoliniowego

Jezeli funkcja f jest ciggta i ma wartosci dodatnie, wtedy pole

obszaru D jest liczbowo rowne catce fab f(x) dx.
Jezeli funkcja f jest ciggta i ma wartosci ujemne (wykres lezy ponizej

/V‘\/_\/'\__/\_W
osi Ox), wtedy pole obszaru D jest rowne wartosci bezwzglednej

catki oznaczonej fab f(x) dx. (Wynik catkowania jest wtedy ujemny).
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Twierdzenie 2.1 (warunek wystarczajacy catkowalnosci funkciji)

Jezeli funkcja f jest ograniczona na przedziale [a, b] i ma na tym przedziale
co najwyzej skonczonag liczbe punktéw nieciggtosci | — go rodzaju, to jest
na nim catkowalna.

Twierdzenie 2.2 (Newtona - Leibniza)

Jezeli funkcja f jest ciggta na przedziale [a, b], to
2 £x) dx = F(b) - F(a),
gdzie F jest dowolng funkcjg pierwotng funkg;ji f.

Zamiast réznicy F(b) - F(a), bedziemy pisali [F(x)]2 lub F(x)|2.

Przyktady
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Twierdzenie 2.3 (o liniowosci catki oznaczonej)

Jezeli funkcje fi g sg catkowalne na [a, b], to:

1. L0 + g(x) dx = [ f(x) dx + [ g(x) dx;
2. [2(f(x) — g(0)) dx = [ f(x) dx — [ g(x) dx;

3. fab cf(x) dx=c fab f(x) dx.



3. Schemat obliczania catek oznaczonych

b

j f(x) dx

a

1. Wyznaczamy dziedzine funkcji f.

2. Sprawdzamy czy przedziat catkowania [a, b] zawiera sie w D:s.
3. Obliczamy catke nieoznaczong [ f(x) dx. = ()

4. Stosujemy twierdzenie Newtona — Leibniza.

Zadania

1. Obliczy¢ catki:
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2. Obliczy¢ pole obszaru ptaskiego ograniczonego parabolami y? = 8x,
o
=8y.=> y- /é‘*

3. Obliczy¢ pole obszaru ptaskiego ograniczonego parabolg y? = 2x oraz

okregiem o rownaniu x? + y*—4x = 0.
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4. Catki niewtasciwe pierwszego rodzaju o

—
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Definicja 4.1

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [a, o] oraz catkowalna w
dowolnym przedziale domknietym tego przedziatu. Catke funkcji f na
przedziale [a, o] okreSlamy wzorem:

o fO0) dx=lim [ f(x) dx.

Jesli granica po prawej stronie jest wtasciwa, mowimy ze catka jest
zbiezna. Jezeli granica jest rowna o lub —oo, to mowimy, ze catka jest
rozbiezna odpowiednio do oo lub —o. Jesli granica nie istnieje, mowimy ze
catka jest rozbiezna.
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Analogicznie definiuje sie catke na przedziale [—oo, a].

Przyktady B
|
fooe_xdxiﬂm/m S@%&x;hm E J LMQB +Q/ —
2 T=03 2 0 T =209 T2 o0
7 A
A A
i, (g - & f
Pz - = _;
(0] 1 - /{ _ / = - ™
/1 =
. };: ,,‘;‘1 :j{L
—9 ) - ) \{ -9
dx :b S OL = L\/\/\/ E 3( +/1>7’ —
3 W 5 % 2 * =4
’[ X+l S7 00‘5 Kx+/z S= - o0 S
(>

Codlo. ~nolble 2 A8

do - oo



Definicja 4.2

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale [—oo, oo] oraz catkowalna w
dowolnym przedziale domknietym tego przedziatu. Catke funkcji f na
przedziale [—oo, co] okreslamy wzorem:

(2 fdx= [ fl)dx+ [ f(x)dx,
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5. Catki niewtasciwe drugiego rodzaju
Definicja 5.1

Niech funkcja f bedzie okreslona na przedziale (a, b] bedzie nieograniczona
tylko na prawostronnym sgsiedztwie punktu a. Catke funkcji f na przedziale
(a, b] okreslamy wzorem:

fo fG) dx = lim, [} F() dx.

Jesli granica po prawej stronie jest wtasciwa, moéwimy ze catka jest
zbiezna. Jezeli granica jest rowna oo lub —oo, to moéwimy, ze catka jest
rozbiezna odpowiednio do oo lub —o0o. Jesli granica nie istnieje, mowimy ze
catka jest rozbiezna.
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Analogicznie definiuje sie catke funkcji okreslonej na przedziale [a, b),
nieograniczonej tylko w lewostronnym sgsiedztwie punktu b:

i feydx = lim [ () dx.
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