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5. Postać trygonometryczna liczby zespolonej 

Fakt 5.1 (postać trygonometryczna liczby zespolonej) 

Każdą liczbę zespoloną z można zapisać w postaci  

                                                  z = r (cos 𝜑 + i sin 𝜑), 

gdzie r = IzI, r ≥ 0, natomiast 𝜑 jest jednym z argumentów liczby z i 𝜑 ∈ ℝ. 

 

 

 

 

 

 

 

Zadanie 1 

Podane liczby zespolone zapisać w postaci trygonometrycznej 

a) z = -1,      b) z = 1 + i,     c) z  = - 
1

2
−

√3

2
ⅈ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

Fakt 5.2 (Równość liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej) 

Liczby zespolone z1= r1(cos 𝜑1  + i sin 𝜑1), z2= r2(cos 𝜑2  + i sin 𝜑2), gdzie r1, r2 ≥ 0 oraz 

𝜑1, 𝜑2 ∈ ℝ, są równe wtedy i tylko wtedy, gdy  

r1 = r2 oraz 𝜑2 = 𝜑1 + 2kπ, dla pewnego k 𝜖ℤ. 

Fakt 5.3 (Mnożenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej) 

Niech z1= r1(cos 𝜑1  + i sin 𝜑1), z2= r2(cos 𝜑2  + i sin 𝜑2), gdzie r1, r2 ≥ 0 oraz 

𝜑1, 𝜑2 ∈ ℝ, będą liczbami zespolonymi. Wtedy: 

z1  z2 = r1r2[cos(𝜑1 + 𝜑2) + i sin(𝜑1 + 𝜑2)]; 

𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
(cos(𝜑1 - 𝜑2) + i sin(𝜑1 - 𝜑2), o ile z2 ≠ 0. 

Tak więc mnożąc liczby zespolone w postaci trygonometrycznej, mnożymy moduły a 

argumenty dodajemy. Podczas dzielenia, moduły dzielimy, argumenty odejmujemy. 

Uwaga! Wzór na mnożenie jest prawdziwy również dla dowolnej liczby czynników. 

 
Zadanie 2 
Korzystając z postaci trygonometrycznej obliczyć podane ilorazy 

a) 
2ⅈ

1−ⅈ
;     b) 

1−√3ⅈ

√3+ⅈ
;    c) 

3+3ⅈ

ⅈ−1
. 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fakt 5.4 (Wzór de Moivre’a) 

Niech z = r (cos 𝜑 + i sin 𝜑), gdzie r ≥ 0, 𝜑 ∈ ℝ oraz n ∈  ℕ. Wtedy 

                                    𝑧𝑛 = 𝑟n (cos 𝑛𝜑 + i sin 𝑛𝜑). 

 
 
Zadanie 3 
Obliczyć podane potęgi liczb zespolonych wykorzystując wzór de Moivre’a 

a) (2 – 2i)22;    b) (i - √3)60;   c) (√2ⅈ − √2)17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Postać wykładnicza liczby zespolonej 

Definicja 6.1 

Dla 𝜑 ∈ ℝ liczbę zespoloną cos 𝜑 + i sin 𝜑 oznaczamy przez ⅇⅈ𝜑 

ⅇⅈ𝜑 ≝ cos 𝜑 + i sin 𝜑. 

Uwaga! Liczba e jest stałą matematyczną, nazywaną liczbą Eulera i równą w 

przybliżeniu e ≈ 2,718. 

Fakt 6.1 (Własności ⅇⅈ𝝋) 
Niech 𝜑, 𝜑1′𝜑2 będą dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz niech k będzie dowolną 
liczbą całkowitą. Wtedy 

1.  ⅇⅈ(𝜑1+𝜑2) = ⅇⅈ𝜑1  ⅇⅈ𝜑2;                   2. ⅇⅈ(𝜑1− 𝜑2)= 
ⅇⅈ𝜑1

ⅇⅈ𝜑2
; 

3.  (ⅇⅈ𝜑)
𝑘

= ⅇⅈ𝜑𝑘;                                 4. ⅇⅈ(𝜑+2𝑘𝜋)= ⅇⅈ𝜑; 

5.  ⅇⅈ𝜑≠ 0;                                              5. Iⅇⅈ𝜑I = 1. 
 
Fakt 6.1 (Wzory Eulera) 
Niech 𝑥 ∈ ℝ, wtedy prawdziwe są wzory: 

𝑐𝑜𝑠 𝑥 =
ⅇⅈ𝑥+ⅇ−ⅈ𝑥

2
,  𝑠ⅈ𝑛 𝑥 =

ⅇⅈ𝑥− ⅇ−ⅈ𝑥

2ⅈ
. 

 
Fakt 6.2 (Postać wykładnicza liczby zespolonej) 
Każdą liczbę zespoloną z można zapisać w postaci wykładniczej, tj. w postaci 

z = rⅇⅈ𝜑, 
gdzie r ≥ 0, 𝜑 ∈ ℝ. Liczba r jest modułem liczby z a 𝜑 jej argumentem. 
 
Fakt 6.3 (Działania na liczbach zespolonych w postaci wykładniczej) 



Niech z = rⅇⅈ𝜑, z1 = r1 ⅇⅈ𝜑1, z2 = r2 ⅇⅈ𝜑2, gdzie r, r1, r2 ≥ 0 i 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3  ∈ ℝ, będą liczbami 
zespolonymi. Niech k będzie liczbą całkowitą. Wtedy: 

1.    𝑧̅ = 𝑟ⅇ−ⅈ𝜑;                         2.  – z = 𝑟ⅇ−ⅈ(𝜑+ 𝜋); 

3.    
1

𝑧
=

1

𝑟
ⅇ−ⅈ𝜑̇;                         4.    zk = rkⅇⅈ𝜑𝑘; 

5.   z1  z2 = r1r2ⅇⅈ(𝜑1+𝜑2);          6.   
𝑧1

𝑧2
=

𝑟1

𝑟2
 ⅇⅈ(𝜑1− 𝜑2). 

 

 
 

 

 

 

 

7. Pierwiastkowanie liczb zespolonych 

Definicja 7.1 (Pierwiastek z liczby zespolonej) 

Pierwiastkiem stopnia n 𝜖ℕ z liczby zespolonej z nazywamy każdą liczbę zespoloną 𝜔, 
która spełnia równość 
                                              𝜔𝑛 = 𝑧. 

Symbol √𝑧
𝑛

 oznacza zbiór pierwiastków stopnia n z liczby zespolonej z.  
 
Uwaga! Przykłady różnic w interpretacji pojęcia pierwiastka w zbiorze liczb 
rzeczywistych i zespolonych 
 
 
                               
 

 

 

 

 

Fakt 7.1 (wzór na pierwiastki z liczby zespolonej w postaci   
                 trygonometrycznej) 
Każda liczba zespolona z = r (cos 𝜑 + i sin 𝜑), gdzie r > 0 i 𝜑 ∈ ℝ, ma dokładnie n 
pierwiastków stopnia n. Zbiór tych pierwiastków ma postać: 
 

√𝑧
𝑛

= {𝑧0, 𝑧1, … , 𝑧𝑛−1}, 
 

W zbiorze ℝ W zbiorze ℂ 

√9 = 3 √9 = {−3, 3} 

√1
4

= 1 √1
4

= {−1, 1, ⅈ, −ⅈ} 

√−1 nie istnieje √−1 = {− ⅈ, ⅈ} 



gdzie     zk = √𝑟
𝑛

(𝑐𝑜𝑠
𝜑+2𝑘𝛱

𝑛
+ ⅈ𝑠ⅈ𝑛

𝜑+2𝑘𝛱

𝑛
)   dla   k = 0, 1, 2, …, n-1. 

 
W interpretacji geometrycznej zbiór pierwiastków stopnia n ≥ 3 z liczby zespolonej z, 
pokrywa się ze zbiorem wierzchołków n – kąta foremnego wpisanego w okrąg o 

środku w początku układu współrzędnych i promieniu równym √𝑟
𝑛

. 
 
Zadanie 4 

Wyznaczyć z definicji pierwiastki zespolone √−7 + 24ⅈ. 
 
Zadanie 5 
Obliczyć podane pierwiastki i podać ich interpretację geometryczną 

a) √8ⅈ
3

; 

b)  √−
1

2
+ ⅈ

√3

2

4

; 

c)  √1
8

; 
 
Zadanie 6 
Rozwiązać równania kwadratowe 
a) z2 + 3z + 3 – i = 0; 
b) z2 + (2i – 1)z + 1 + 5i = 0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

√−
1

2
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√3

2
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