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5. Postac trygonometryczna liczby zespolonej
Fakt 5.1 (postac¢ trygonometryczna liczby zespolonej)

Kazdg liczbe zespolong z mozna zapisa¢ w postaci

E=r\(cos @ +isin (p),’ z = |z (waur Tl £>CM[?>
gdzienatomlast @ jest J%dnym z argumentow liczby zi ¢ € R.
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Podane liczby zespolone zapisa¢ w postaci trygonometrycznej
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Fakt 5.2 (Rownos¢ liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Liczby zespolone z;=ri(cos @1 +isin @1), zo=r>(cos @, +isin @,), gdzie ry, r;2 0 oraz
@1, @2 € R, sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy

ry =r; oraz @, = @1 + 2km, dla pewnego k €Z.
Fakt 5.3 (Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych w postaci trygonometrycznej)
Niech z;=ri(cos @1 +isin @1), zo=ra(cos @, +isin @;), gdzie ry, r; > 0 oraz
@1, @2 € R, bedq liczbami zespolonymi. Wtedy:

o Zew L 21 23 = Mira[cos(@r + @)) + i sin(@1 + @2)];
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Tak wiec mnozac liczby zespolone w postaci trygonometrycznej, mnozymy moduty a

argumenty dodajemy. Podczas dzielenia, moduty dzielimy, argumenty odejmujemy.

21 _ E(COS(§01 - 2) +isin(@1- @), 0ilez; 0.
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Uwaga! Wzdr na mnozenie jest prawdziwy rowniez dla dowolnej liczby czynnikow.
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Korzystajgc z postaci trygonometrycznej obliczy¢ podane ilorazy
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Fakt 5.4 (Wzér de Moivre’a) (Wyl ae muan r&)
Niechz=r (cos @ +isin @), gdzier20, ¢ € Rorazn € N. Wtedy
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Zadanie 3
Obliczy¢ podane potegi liczb zespolonych wykorzystujgc wzor de Moivre’a

a) (2-2i)%%; b) (i-V3)%; ¢ (V2i — V2).
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6. Postac wyktadnicza liczby zespolone;j

Definicja 6.1
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Dla ¢ € R liczbe zespolong Woznaczamy przez e'?

e'? & cos @ +isin @.
Uwaga! Liczba e jest statg matematyczng, nazywang liczbg Eulera i rowng w
przyblizeniu e = 2,718.

Fakt 6.1 (Wtasnosci e'?)
Niech ¢, ¢1,¢p, bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi oraz niech k bedzie dowolng
liczbg catkowitg. Wtedy

1. e!®1792) = gl¢1 ol02, 2 ell@1—@2) e%‘Pl.
’ . eupzf
3. (eiqo)k: elok, 4. ei(@+2km)_ plp.
5 elPz 0; 5 |ei®] =1,
Fakt 6.1 (Wzory Eulera)
Niech x € R, wtedy prawdziwe sg wzory:
elXyeo—ix elX _ p—ix

COS X = a— Sinx = >
AN V" AN —
Fakt 6.2 (Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej)
Kazdg liczbe zespolong z mozna zapisac w postaci wyktadniczej, tj. w postaci
z=re'?,\ n=\72|
gdzier 20, ¢ € R. Liczba r jest modutem liczby z a ¢ jej argumentem.

Fakt 6.3 (Dziatania na liczbach zespolonych w postaci wyktadniczej)
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Niechz=re'?, z;=r; e'?1, z,.1,e'%2, gdzier, r1, 1, 201 @1 @2 @3 € R, beda liczbami
zespolonymi. Niech k bedzie liczbg catkowitg. Wtedy:

1. z= re“"/’; 2. —72= re_i(‘P"' 77:);
1 1 _; .
3. ~=-e™'Y; 4, z*=rkel¥k.
j Z T il —
5. z212>= rlrze‘(‘pl""/’z); 6, = =1 el((Pl (PZ)_
) Ly

7. Pierwiastkowanie liczb zespolonych

Definicja 7.1 (Pierwiastek z liczby zespolonej)

Pierwiastkiem stopnia n €N z liczby zespolonej z nazywamy kazdg liczbe zespolong w,
ktora spetnia rownosc
w" =z,

Symbol V/z oznacza zbidr pierwiastkéw stopnia n z liczby zespolonej z.

Uwaga! Przykfady réznic w interpretacji pojecia pierwiastka w zbiorze liczb
rzeczywistych i zespolonych

W zbiorze R W zbiorze C
V9=3 V9 = {-3,3}
Vi=1 V1={-11,i-i)

V—1 nie istnieje V=1={—1i, i}

Fakt 7.1 (wzor na pierwiastki z liczby zespolonej w postaci

trygonometrycznej)
Kazda liczba zespolona z=r (cos ¢ +isin @), gdzier >0i @ € IR, ma doktadnie n
pierwiastkow stopnia n. Zbior tych pierwiastkdw ma postac:
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K=04,2,... am-1
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gdzie | 7 = 1 (cos 22X
1\

— +isin (pfkn) dla k=0,1,2, .., n-1. , v =z

— ]
W interpretacji geometrycznej zbior pierwiastkow stopnia n > 3 z liczby zespolonej z,
pokrywa sie ze zbiorem wierzchotkdw n — kata foremnego wpisanego w okrag o

o $rodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu réwnym /.

Zadanie 4
Wyznaczy¢ z definicji pierwiastki zespolone v—7 + 24i.

Zadanie 5
Obliczy¢ podane pierwiastki i podac ich interpretacje geometryczna

a) V8i;

Zadanie 6
Rozwigza¢ rownania kwadratowe

a)z2+3z+3-i=0; Xeﬁ
b) 22+ (2i—1)z+1 +5i=0.
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